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The best constants in the Sobolev’s inequalities, for the Riemannian compact 
manifolds, introduced by Aubin [2, 31, are shown to be lowered, when the 
functions verify some natural orthogonality conditions. The exceptional case 
(i.e., H,” and tt dimensional manifolds) is also considered. We apply these results 
to the following problem on the sphere S. : find a conformal metric, for which 
the scalar curvature would be a given function “close” to the constant function 1. 
The differential equation associated with this problem is nonlinear and locally 
noninvertible. It is solved here and we obtain a theorem like that of Fredholm. 
INTRODUCTION 
Dans tout cet article, les varietes riemanniennes V, considtrees, (n 3 2), 
sont a courbure born&e et possbdent un rayon d’injectivid 6 > 0. Pour ces 
variCtCs (en particulier pour les varietes compactes), le theortme d’inclusion de 
Sobolev est vrai, Aubin [2, 31. Ainsi l’inclusion H,‘J( V,J CL,(V,) est continue 
avec I/p = l/q - l/n (1 < q < n). Dans tout l’article p et q sont lies par cette 
relation. 11 existe done des constantes A et B telles que pour tout p E H,q( I’,): 
I1 est demontrt dans Aubin [2,3], que l’inf des B tels que A(B) existe, l’inegalid 
(1) devant Ctre vCrifiCe pour tout 9) E H,a( V,), est une constante qui ne depend 
que de 1z et q: K(n, q), dont la valeur est don&e p. 574 de Aubin [2]. 
Dans une premiere partie, nous allons mettre en evidence un certain nombre 
de conditions, telles que les fonctions 9 E H,*( V,), qui les verifient, satisfont 
k des inCgalit& du type (1) avec B < K(n, q). S ous ces conditions, la meilleure 
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constante dans l’inegalid (1) sera inferieure a K(n, 4) et m&me, suivant le nombre 
des conditions, aussi petite qu’on veut. 
Puis nous Ctudierons le probleme analogue lorsque ‘p E H,“, le cas d’exception 
du theoreme d’inclusion de Soboloev. I1 s’agit alors d’etudier la majoration de 
j’em dV. 
Dans une seconde partie, nous appliquerons ces resultats pour resoudre 
une equation differentielle non lineaire -4(q) = f, qui n’est pas localement 
inversible. Nous obtenons un theorbme analogue a celui de Fredholm. On met 
en evidence un espace vectoriel E de dimension finie k, et une fonction h(f) E E, 
telle que l’equation A(p) = f - h(f) p ossbde une solution v verifiant une cer- 
taine condition d’orthogonalid avec E. 
11 s’agit d’un probleme, pose par Nirenberg, sur la sphere S,, : Si R est la 
courbure scalaire, on se propose de determiner une metrique conforme pour 
laquelle la courbure scalaire serait R’ = R + F. Kazdan et Warner [8, 91 ont 
montre que le probleme Ctait impossible pour certaines fonctions F (en parti- 
culier il est impossible si F = 5 + 0, avec 5 E n l’espace des fonctions propres 
relatives a la premiere valeur propre non nulle h, du laplacien). En effet F et une 
solution cp doivent verifier pour tout 5 E /l, 
s VvtVyF@ dV = 0 avec N = 2n/(n - 2) si 12 > 3 
et 
I V~V,.E’@ dV = 0 si n=2 
v determinant la metrique conforme cherchee par g’ = v4/(n-2)g si rz > 2 
avec9,>Oetg’=ewgsin=2. 
I. MEILLEURES CONSTANTES POUR LES ESPACES H,Q(V,), (1 < Q < n) 
Notations 
H, = H,z(V,) est le premier espace de Sobolev de la variete Vv, . On pose 
N = 2n/(n - 2) lorsque n > 3, et w, l’aire de S,( 1) la sphere de rayon 1. 
A une fonctionf, on associe f = sup( f, 0) et j = sup( -f, 0) ainsi f = f - J 
Sans autre indication, les integrales sont suppokes ktre prises sur la variete 
entiere. 
Sur S, , fl est l’ensemble des fonctions # qui verifie d# = hi+, avec hi la 
premiere valeur propre non nulle du laplacien. Rappelons que LI est de dimen- 
sion 12 + 1. 
THI?OR&ME 1. Soient fi (i E I) des fomtiom de classe Cl, qui chungent de signe, 
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ri gradient uniformdment bornk, telles que la famille 1 f, 1’1 constitue wle partition 
de I’unite’ (subordonnt!e ci un recoue’rement uniformkment localement jini, constituh 
par des owerts born&), alors les fonctions q~ E H,Y( V,,), qui ahi$ent les conditions 
j- I v I “f, If, I ‘j-l dl- = 0 P our tout i E I, satisfont ir l’inkgalitk (I) ar’ec des 
couples (B, &J(B)), B pouaant &tre pris Algal 6 2-‘,“K(n, q) + E, avec E > 0 
aussi petit &on aeut. (La meilleure constante B de l’inkgalite’ (1) est ainsi, sous 
ces conditions, 2l, ‘1 fois plus petite.) 
Dkmonstration. Comme ~ T 1 q 11 = 1 Gp, 1 presque partout, on peut 
restreindre la dkmonstration aux fonctions p 2 0. 
Les fonctions f, pourraient etre un peu plus gCn&ales, uniformkment 
lipschitziennes par exemple. 
D’aprts les hypothtses s ~1% J’ db7 ;= [ y~$ I’ dh, et vj, , tout comme pi , 
appartient k~ H,“( r/r,,). 
Soit K > K(n, q) et 8, = -d(K) la constante correspondante de (1): 
I/ d II”, G KQ II Yd)ll~ + -4 II d I’:: 7 
II d II”,, < Kg II V(d)Il; + -4, II d 11; . 
Supposons par exemple que // V(cpJ,)l~u > ~1 T(pi)l/, , nous Ccrirons alors: 
Si II VvL)ll, < II Yd)ll, nous obtiendrons une i&galitC analogue en passant 
par l’intermkdiaire de q.$ . Ainsi dans tous les cas 
II p?f, Ii; < zmy “Kq II Vvfdl; + 2” “4, II vfL II; . 
Keprenons les calculs de la page 593 de Aubin [2]. 
Posons H = supler supv i Vf? 1 et k un entier tel qu’en tout point de k-, 
R fonctions fi au plus soient non nulles. 
Soit J une partie finie de I; il existe des constantes p et v telles que: 
Cette majoration Ctant indbpendant de J, on peut passer ?I la limite, les s&ries 
convergent. 11 existe deux constantes fi et y telles que: 
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Et comme pour tout E~ > 0, il existe M tel que 
(2) 
on obtient le resultat cherche 
Pour Ctablir que 2-ll”K(n, a) est bien la meilleure constante, on aura recours 
aux fonctions [X + ~~!(*-l)]l-~lS (avec h > 0) de la page 588 de Aubin [2]. 
Supposons pour cause de simplicite que II soit Cgale a 1 sur une boule B 
cent&e en P de rayon p < 6, et f; Cgale a 1 sur une boule l? de centre P de 
rayon p. 
On considere alors la suite de fonctions 4, (WI E N), nulles a l’exterieure de 
B u fi et definies par: 
pour Q E B avec r = d(p, Q) la distance de Pa Q, et pour Q E l? avec r = d(f5, Q). 
Pour cette suite, lim,,, II An II,/11 VA, II* = 2-1inJ3n, 4) alors que lim,,, 
II *m ll,/ll&7# II?, = 0. 
Cus particulier. Dans les applications aux equations differentielles, le resultat 
utile est celui concernant H1 . Comme pour les varietes a courbure constante la 
meilleure constante K(n, 2) est atteinte (Corollaire 7 de Aubin [2]), pour tout 
v E HI (n > 3): 
II v 11% < K2(% 2) II b 11’2 + 42) II 9J 11; (3) 
nous avons ici aussi, sous les hypotheses du ThCoreme 1, la meilleure constante 
2-llnK(n, 2) atteinte: 
COROLLAIRE 1. Soient Vn , (n > 3), me varie’td riemannienne b courbure 
comtante, possklant un rayon d’injectivite’ 6 > 0, et fi (iEI) des fomtions C2 
ayant les proprietb requises pour le Thtkrkme 1 et vkifant Afi2 < Cte pour tout 
i E I. Alors il existe une constante A, , telle que les fonctions v E H1 ve’ri$ent: 
lorsqu’elles satisfont aux conditions: J ( g, INfi 1 fz IN--l dV = 0 pour tout i E I. 
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La demonstration est la mCme que celle du Theoreme 1, on utilise seulement 
(3) au lieu de (1) et on ecrit: 
= Lfi2 I VP, I2 dV + I (I Vfi I2 + 4 dfi2) v2 dV 
J J 
comme ( Vfi I2 + idfi2 < Cte, on obtient 
Gas de la sph2re S, (n 3 3). Sur S, on 
une famille de n + 1 fonctions 
la bonne majoration. 
pourra prendre comme fonctions fi , 
5, (i = 1, 2,..., 71 -t 1)deA 
les fonctions ti &ant orthogonales dans L, et vtrifiant CyLt &a = 1. 
Seulement dans l’application que nous voulons faire de ces rtkultats, il est 
souhaitable, voir indispensable, que les conditions soient pour q = 2, p = N: 
I 
tijqlNdV=O au lieu de 
s 
[i I [i IN-l / y INdV = 0. 
-%I % 
11 faudrait done prendre comme fonctions fi , f, ( 6, (1/N-1. Mais cela est 
impossible pour deux raisons essentielles, d’une part les fonctions 1 6, 12/N 
ne constituent pas une partition de l’unite, d’autre part les fonctions / fi lliN 
n’appartiennent pas a H,(S,). 
Ces deux difficult& peuvent nlanmoins &tre surmontees et nous allons 
etablir le: 
TH~OR~ME 2. Les fonctions 9) E H,a(S,,), 1 < q < n, ahjiant l ti I 9 / P dL’ == 0 
(pour i = 1, 2,..., n + l), les Qi constituant une base de A, satisfont aux inkgalite’s: 
II ‘P II; < P/nWb 4) + ~1” II b II; + 44 II v II; , (4) 
03 ,4(e) est une constante deIpendant de E > 0, qua’ peut he pris arbitrairement 
petit. 
Dhonstration. Soit 0 < r] < i un reel qu’on prendra t&s petit, il existe 
une famille finie de fonctions [( EA (i = 1, 2,..., K), telle que 1 + T] < 
&, 1 & Iqjp < 1 + 271 avec / f, I < 2W. 
En effet soient Q E S, et E,(P) la fonction propre de A, telle que to atteigne 
son maximum 1 en P = Q; comme [o(P) = t,(Q): 
s I 5&W~p dV(Q) = J I &4QP’p dVQ) = Cte. 
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Soient h, E C, , des fonctions, telles que h,ei > 0 par-tout et telles que: 
et 
I I hi IQ - I 5i IQ’* I < WY’> alors 1 < 5 I hi IQ < 1 + 3rl 
i=l 
(5) 
I Ihi Ip - I 5, I I < f [I 5, IpIp + (;)p]p’g--l I l h, 1~ - I .$ Ig’p I < 5 (2)’ = e,,p 
d’aprb le theoreme des accroissements finis et car 1 ti IQ/P + (q/k)p < 1. 
Reprenons la demonstration du ThCorCtme 1, nous supposons v > 0: 
II ‘p II”, = II vn Ilp,g G 11 5 ~~ I hi IQ 11 G i II 48 II”, . 
i=l PIP 2=1 
Si II ii I VP, llh > II k I V9, Illa I alors nous Ccrirons d’apres l’hypothese, 
et en utilisant le Theo&me 8 de Aubin [2]: 
< 2”‘p[Kg(n~ 4) II v[dhi + Eo)lll~ + A(q) I! Q(h + EO)ll~l- 
Posons H = supIciGk sups ” 1 Vh, j, il existe des constantes p et v telles que: 
II Q II”, < 2Q’PKQ(n, n) 
[ ; z$I j. I hi IQ Ib IQ dV + &, II VP, II; 
+ kpH II VP, Ii”,-’ I/ Q ljQ + tag/z l\ Q ii; 1 + 2g’PWq) 11 Q ii; . 
Et en utilisant (2) et (5): 
11 Q II”, < Kg@, q)[2-q’“(1 + 37) + 2Q’Pqka, + kpfkl iI VQ 11; 
+ 2Q’pW*(n, q)(pHM + vH*) + A(q)1 II Q II; 
5W342-3 
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ce qui now donne le risultat annonce, car E,$ = (p/#/P r]. 11 now suffit de 
prendre .zl = T/Hk et 17 suffisamment petit. Ainsi le coefficient de /! Vv 11: est 
aussi voisin de 2WnK*(n, 4) qu’on le desire. 
GCnCralisons les resultats precedents. 
THBOR~ME 3. Vn (n 3 2) etant une variete’ riemannienne a courbure bornee 
et a rayon d’injectivite’ 6 > 0, soient fz,i (irz I, j = 1,2 ,..., m, m 3 2 un entier 
des for&ions non negatives, uniformement lipschitziennes, a support compact 
Q Id 1 ayant les proprietb suivantes: B,,i nJ.&, = 0 (pour 1 < j < I < m 
et tout i E I), k fonctions f?,, au plus sont non nulles en tout point de V, , 
et L.ICj”=l Ifd IQ = 1. 
Alors les fonctions v E H1 qui verifient les conditions 
~I~lPf~~~~~~l~Ipf~~~~ (pour tout iEI et j = 2,..., m), 
satisfont h l’inegalite’ (1) avec des couples (B, B(B)), B pouvant e”tre pris egal a 
m-llnK(n, q) + E avec E > 0 aussi petit qu’on veut. (La me&we co&ante B de 
l’intgalite’ (1) est alors mlin fois plus petite.) 
La demonstration est la m&me que celle du ThCoreme 1. 
Remarque. Lorsqu’on considere, sur une variCtC compacte, I’inf. de 
(( Vrp 11J]\ ‘p ((a , lorsque ‘p drifie un certain nombre de conditions bien connues, 
on trouve successivement les valeurs propres du laplacien ha = 0, h, , /\a ,.... 
Si on connait quelques proprietes de la suite hi, on est bien incapable de la 
determiner lorsqu’on connait /\r . En non lineaire, la suite est determike par 
K-l(n, q), le m-i&me Clement de la suite est ml’nK-l(n, q). 
II. CAS D'EXCEPTION DU THBO&ME D'INCLUSION DE SOBOLEV 
Lorsque v E H,“( V,), V, &ant une variCtC riemannienne compacte, la fonction 
ew est integrable, Triidinger [ll], Aubin [l], et il existe des constantes C et p 
telles que pour tout rp E H,“(V,J de moyenne nulle: 
On peut se poser la question de savoir s’il existe une meilleure constante p, 
l’inf. des p tels que C(p) existe. Cherrier [7] a demontre la 
PROPOSITION 1. Soient V, une variete’ riemannienne compacte et pn = 
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(n - I>,-1 ?2-%.& . Pour tout E > 0, il existe deux constantes A(E) et B(E) 
telles que pour tout v E H,“( V,): 
et TV,, est la meilleure constante. De plus p2 est atteint. 
A partir de ce resultat, nous allons Ctablir le 
THSOR&ME 4. Soient V, une varie’te’ riemunnienne compacte et pn = 
(n - 1),-l n1-2%;~1 . Pour tout E > 0, il existe ulze constante C(E) telle que pour 
tout q~ E HIn( V,) de moyenne nulle ( j p dV = 0): 
Dhwnstration. 11 suffit, d’apres le Lemme 1, p. 586 de Aubin [2], d’etablir 
le resultat pour les fonctions Cm ne presentant qu’un nombre fini de points 
critiques non dCgCnCrCs. Soient y une telle fonction, de moyenne nulle, v f 0 
et r] > 0 suffisamment petit pour qu’il existe a > 0, tef que la mesure 
de l’ensemble Q(a) = (x E V&(x) > a} soit &gale a 7. A 
Alors J+ dV >, a7 et la Proposition 1 appliquee a IJJ - a avec 0 < E,, < E 
donne: 
Comme s p dV = 0, il existe une constante C, telle que: 
D’oh II a, - a Ill < Cl II b Iln 3et d’apres I’inCgalitC de Hiilder et le theoreme 
d’inclusion de Sobolev, pour tout k E N, il existe une constante D(k) telle que: 
Et pour tout fi > 0, il existe une constante C(p) telle que: 
156 THIERRY AUBIN 
Prenons S = +, puis 7 suffisamment petit pour que 
Eg t A(q)) D(2) +” + 7) < E 
1’inCgalitC (7) se met sous la forme (6). 
TH~O&ME 5. SW la sphhe S, la meilleure con&ante est atteikte. I1 existe 
me constante C, telle que tout v E H,“(S,,) de moyenne nulle (Js, go dV = 0) 
ahjie : 
Pour S, , ce resultat se trouve mentionne dans Aubin [I] et dCmontrC dans 
Moser [lo]. Pour S, , il se deduit de la 
PROPOSITION 2 Cherrier [7]. I1 existe deux constantes C, et v,, telles que pour 
tout v E H,“(.S,): 
D&no&ration du Ttiorkme 5. Soient P un point fixe de S,, et r = d(P, Q) 
la distance geodesique de P a Q E S, . D’apres les Lemmes 1 et 2, p. 586 de 
Aubin [2], par densite et symetrisation, il suffit d’kablir le resultat pour les 
fonctions v(Q) qui ne dependent que de r: p(Q) = f(r), f &ant lipschitzienne, 
ddcroissante et a integrale nulle. 
Soient 6 le diamhre de la sphere envisagee et a = f(S/2). D’aprb la Propo- 
sition 1 de Cherrier [7], C, &ant une constante: 
” 
e~-a dV < C,eu.llV(f~)li:. 
(10) 
Si a < 0, l’inegalite (8) est Ctablie avec C = C, . 
Si a > 0, a < 2 I~~II,/J~V carf est decroissante en r. 
Comme J’fdV = 0, SfdV = SfdV = 4 I/ fill. 
ConsidCrons la fonction h(r) definie par: 
h(r) = f(r) - a 
pour r > 612, et 
h(r) = a -f(S - r) 
pour r < 612. 
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Comme j h dIJ = 0, d’aprb le theoreme de Sobolev, il existe une constante 
Cl telle que: 
Mais a > 0, d’ou p < h^ sans Ctre identiques, et \ifllr < 22, I/ K’h /lrl . 
Par construction k(r) = /@ - Y), d’oti llfll, < 4C, (I V(z)\ln et il 
existe une constante j!3 telle que 
Ainsi l’inegalid (10) entraine (8) avec C = eBCn . 
Etablissons maintenant des theoremes analogues aux Theoremes 1 a 3. 
THBOR~ME 6. Sur une wari& riemannienne V,, compacte, bent fi (1 < i < k), 
une famille de functions Cl qui changent de sagne, telles que partout &, 1 fi 1 > 
(Y > 0, alors les fonctions v E H,“(VJ v&ri$ant Sf,ew dV = 0 pour 1 < i < k 
et ST dV = 0 satisfont li: 
s em dV < C(p) eU”Vm”z, (11) 
oti l’on peut prendre p = ~,,/2 + E avec E > 0 aussi petit qu’on veut, C(p) e’tant 
une constante dipendant de CL. La me&we constante sous ces conditions est 42. 
D&o&ration. Soient I?, (resp. &) le support de fi (resp. j<). Soient 
ai = (x E Vn 1 fp(x) > or/k} et 4, = {x E I/‘, 1 fi(x) < --a/k}, 
i, (resp. R,) des fonctions Cl Cgales a 1 sur 0, (resp. at) 
et 
ji (resp. g’J des fonctions Cl Cgales a 1 sur I& (resp. &) 
verifiant 0 < h’i < 1, 0 < Ri < 1, 0 < ii < 1, 0 <g”* < 1, supp &n 
supp & = ,u et supp R, n supp gi = ec. 
Vues les hypotheses en tout point x E V,, , au moins une des fonctions ii 
oufz est superieure a a/k. 
emdV+ lfi6e@dV). 
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Supposons que pour tout i (1 < i < k), 
si /I V(&Qj, < 11 V(yj<Jj(, nous Ccrivons en utilisant le Theo&me 4: 
e@dV<2k a 
J 
ev dV < 2k e% dV 
n s “0 
Et comme 
< 2kC(c) exp [oln + ~1 II%&l/~ f j&, dV/j dv]. 
2 II Wio)ll; G II wko)ll:: + II Y9&Jl~ 
il existe des constantes p et y telles que 
2 II V(&Jll~ d II b 11; + B II VT II”,-’ II 9J Iln + Y II 9J 11; 
(se reporter a la demonstration du ThCoreme 1) et pour tout c1 > 0, une con- 
stante 111 telle que 
16 dV < 2kC(c) exp iq [U + B4 II VT II”, + (Y + JfP) II ‘P Ii;1 
+ j I v I dV/j dvj- 
Dans la demonstration du Theo&me 4, nous avons montrc qu’une telle 
expression pouvait se mettre sous la forme (11) souhaitee si sv dV = 0. 
Dans le case oh II V(&J, > Ij V(IJ$J/,~ nous &irons: 




j ew”;“o dV d C(E) exp [b + 6) II V(vk& + )” &i, dV/j dV] 
Oti 
2 II v&o)ll: G II V(P&)ll~ + II Y&,)ll:: 
et nous obtenons le m&me resultat que preddemment. 
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COROLLAIRE 2. SW la spl&re S, , soient Ei E A (i = 1, 2 ,..., n + 1) une base 
de A, les fondions ‘p E HI”(&) vt+i@nt $ fiem dV = 0, pour i = 1,2 ,..., n + 1 
et ss, dV = 0 satisfont h: 
s em dV < C(p) eUiivO”~, 
air l’on peut prendre p = ~~12 + E avec E aussi petit qu’on veut, C(p) e’tant une 
constante qui dt@nd de II. 
D’apres le Theo&me 6, il suffit de vCrifier que CrTt / & 1 est par-tout non 
nul, c’est evident puisque les ti forment une base. 
TH~OR&ME 7. V, &tant une wari& riemannienne compacte, soient fi,* 
(1 < i < k, 1 < j < m, m > 2 un entier) des fonctions non n45atives, Cl 
sur leurs supports J&i , ayant les proprietes suivantes: !2i,j n C& == 0 (POW 
1 < j < 1 < m et tout i = 1, 2 ,..., k), et &,~~1 fi,j ne s’annule pas. Alors 
les functions v E H,“( V,) qui vh-$ent les conditions J q~ dV = 0 et 
1 fi,je@ dV = 1 fi,lem dV (pouri<i<ket2<j<m) 
satisfont h l’in&alite’ (1 l), ot2 l’on peut prendre p = tbn 1 m + E avec E > 0 aussi 
petit qu’on veut. La meilleure constante sous ces conditions est IL,, 1 m. 
La demonstration est la meme que celle du ThCor&.me 6. On considere ici 
des fonctions h,,j &gales a 1 sur Qi,i, verifiant 0 < hi,3 < 1 et supp hi,, n 
supphi,r= 0 pourj#Zetl <i<k. 
Soit 0 < 01 < x:L,Czi fi,j , Jew dV < l/a~~-i CL1 J’fi,jeQ dV et on Ccrit 
si par exemple 
II v(&.llln G II V((phi.i)lln pour 2 Q j < n et un i don&: 
et 
III. L'BQUATION Ag, + R = R’em SUR LA SPI-I& S, 
Nous allons appliquer les resultats obtenus dans la premiere partie, pour 
resoudre un probleme pose par Nirenberg, il y a une dizaine an&e. Soit S, la 
sphere de rayon l/a, sa courbure scalaire R = n(n - 1) az. Etant don&e une 
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fonction F, verifiant 1 F : < c, E > 0 un reel dorm& existe-t-i1 une metrique 
conforme g’, pour laquelle la courbure scalaire R’ est R’ = R + F? 
Posons g’ = p41+a)g, si n 2 3 et g’ = eag si n = 2, le probleme revient 
a resoudre les equations: 
4 
n-1 
n--2 Ap, -t Rq = R’@l, si R 3 3, (12) 
Ap, + R = R’em, si n = 2, (13) 
v devant &tre Ccc, et dans le case n 3 3, strictement positive. Kazdan et Warner 
[S, p. 33; 9, p. 1301 ont repondu par la negative a la question. 11s ont montre, 
qu’itant don&e p et R’ = R + F, la courbure scalaire correspondant a g’, 
pour tout [E ~1: 
.I 
Crf7J+N dV = 0 pour n > 3, (14) 
J * ‘PfC,Feq dT’ = 0 pour n = 2. 
Ainsi si F est une fonction propre de (1, les Eqs. (12) et (13) n’ont pas de solution. 
Voici un ensemble de n + 1 conditions necessaires; comment maintenant 
etablir des conditions suffisantes qui, forcement doivent &tre differentes, puisque 
dans (14) la fonction y intervient. Nous allons demontrer un theorkme equivalent 
a celui de Fredholm, a condition de le formuler de la maniere suivante: 
TH~OR&ME 8. Etant donnke, SW la sptire S, , me fonction f 6 P, d’int&rale 
positive, il existe me fonction h(f) E A telle que 1’Eq. (13) avec R’ = f - h( f ), 
ait une solution @,, E Cm, es0 e’tant orthogonal h A (au sens de LJ. 
Considerons la fonctionnelle I(q) = + s V*(pV,v dV + R sy dF et posons 
h = inf I(v), pour toutes les fonctions v E Hr , vkifiant jfew dV = 1, avec 
ew orthogonal a (1. Par raison de simplicid, supposons que la sphere soit celle 
de volume 1. Utilisons le Corollaire 2, soit p = (1 + c)/32 T (0 < E < l), 
il existe une constante C(p) telle que: 
1 < SUPfj eQ& < SUPfC(cL) exP [PI/-w: + jdv]. 
Comme R = 877, I(p) = & (1 Vq 11; + 8~ Js, dV et 
D’oti h est fini. Soit pz E H, , une suite, telle que Jfear dV = 1, e’* orthogonal 
i A et I(p,) --f h. 
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La suite I(vJ est born&e, car convergente, et on peut supposer avoir choisi 
les vi de telle sorte que: 
I(~~) ~(-l~,jfd~) = -8dog jfdv. 
Ainsi d’aprb (15): 
et 
II v% II: d z log [SUP fC(p)/j f dV] 
--8n log jfdV b 8*/ 9)i dV 2 - $J& log [supfC(p)/jfdV] 




PidV< g lodsupfW1 - & 1s j f dJ’. 
D’ou l’ensemble des p, est borne dans HI . En consequence il existe une 
fonction v0 E HI et une sous suite q3 , de la suite vz , telle que pj + p),, faiblement 
dans HI, fortement dans L, et telle que t=w~ -+ ~0 fortement dans L, , voir 
Aubin [l]. 
I1 s’en suit que @o verifie Jfeao dV = 1 et est orthogonale a rl. Par definition 
de h, 1(qt,) > h. Mais comme vi -+ v,, faiblement dans HI et fortement dans 
La , 11 VP, 112 < lick 11 VP, iI2 , d’oh I(?,-,) < h car J’s)j dV -+ J q,, dV. p,-, realise 
done le minimum h, et verifie l’equation d’Euler: 11 existe h(f) E /l et un reel 
p, car f $ A, tels que: 
4,, + R = p(f - h(f)) eqoo. 
En integrant cette equation nous trouvons que p = s R dV = 8?r. Q0 = 
v,, + log 8n est solution de (13) avec R’ = f - h( f ). Comme ‘pa E HI , es0 EL, 
pour tout p > 1, d’oh v,, E Hz3 et v0 E Cw (theoreme de regularit&). 
Remarque. L’hypothbe Sf dV > 0 est simple, c’est pourquoi nous l’avons 
retenue dans l’enonce, car en fait, il suffit qu’il existe une fonction em orthogonale 
a (1 telle que sfp dV = 1. 11 n’est pas necessaire que ce soit une fonction con- 
stante qui ait cette propriete. Alors h # +oc et la demonstration se fait de la 
mCme manibre. 
COROLLAIRE 3. SW la sph&e S, , soit f E P, si une fonction strictement 
positive @, orthogonule ri A, est telle que $few dV > 0, alors il existe h(f) E A et 
une mktrique conforme g’ pour Iaquelle la courbure scalaire est R’ = f - h( f ). 
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Cas particulier Jf dl- > 0, ou Jf dl- = 0 avec f $ A. 
La condition suffisante que nous avons ici, est t&s p&s d’etre rkcessaire. 
COROLLAIRE 4. Soit ci rt%oudre SW la sphkre S, , l’iquation 
Ap, + i? = R’eo, avec R’ = f, (16) 
l? et f &ant des fonctims Cm. 
SiO<$I?dV<8 rr, il y a une solution Cm si f est strictement positive en un 
point. Si 8~ < s I? dV < 16 m et si me fomtion * > 0, orthogmale h A est telle 
quz j’f# dV > 0, alors il existe h(f) E A et une solution v E Cm de l’t@ation 
(16) avec R’ = f - h(f) et Ed’ orthogonale li A. 
Soit q~,, tel que &! - A~J, = Cte, on pose + = vt, + p et on est ramene a un 
probleme analogue a celui du Theo&me 8, la demonstration est identique. Le 
cas s a dV < 0 a CtC rtsolu par M. Berger [6]. 
IV. L%QUATION (12) DE YAMBE SUR LA SPHBRB S,, n > 3 
Reportons nous au ThCoreme 8, p. 289 de Aubin [4]. Comme 1’Eq. (12) 
n’a pas de solution lorsque F est une fonction propre de A, c’est que 
p = n(n - l)(~,,)~/~. Rappelons que p = inf J(p), pour tout p E H,(S,), 
q3 q-k 0, avec 
Or si on calcule J(l), on trouve J(1) = n(n - 1) &“-z/n = p, Corollaire 4 
de Aubin [4]. 
Pour demontrer le thtoreme d’existence, que nous avons en vue, nous allons 
utiliser la methode de Yamabe en considerant un reel q (2 < q < N) 
et l’equation: 
4 
n-l n--2 Aq f Rp, = R’q+. (17) 
PROPOSITION 3. Soit f E Ca avec f > 0, il existe me fonction h,(f) E A, 
telle que 1’Eq. (17) avec R’ = f - h,J f) ait UM solution va E C”, vq > 0, v&ijant 
J”fv,Q dV = 1, $ .$,‘J dV = 0 pour tout 5 E A et J&p*) = h, . 
On d&nit ,I, par X, = inf J*(p)) pour toutes les fonctions v E H,(S,), g, + 0, 
v > 0, telles que @ soit orthogonale a A, avec 
J,W = [4 + II VP, II; + R II y ll;][J’ fPn dV]-“‘. 
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Demonstration. Elle est tres classique vu que Q < N. Donnons en le schema: 
Soit pi une suite de fonctions pi E HI($), vi > 0, vCrifiant J-fyp dV = I, 
J- (cpi” dV = 0 p our tout [E fl et lim,,, JJI& = h, . h, est positif et vCrifie 
car la fonction identique B 1 est orthogonale a fl, la derniere inegalite puisque 
et la premiere inegalite d’aprb le Corollaire 4 de Aubin [4], puisque 
Comme sfvtq dV = 1 et comme J,(qJ --f h, , on verifie que la suite vi est 
bornee dans HI(&). 
D’apres differents thtortmes, dont celui de Kondrakov Aubin [3, p. 1641, 
il existe pp E H,(S,) et vj une suite extraite de la suite ve verifiant: 
Fj + ~~ faiblement dans HI(&), fortement dans L, et presque partout. 
D’ou yq virifie, vq > 0, sfq,Q dV = 1 et vqq est orthogonal a .4. Par conse- 
quent d’aprts la definition de hp , J,(y+) > h, . Mais comme )I lim faible )I < 
lim II II, II ve Ih1 < lim II Vi IIH, et il s’en suit que Jqb(wJ d A, . 
va realise ainsi le minimum h, et verifie l’kquation d’Euler. Pour Ccrire celle-ci, 
la contrainte ‘p 3 0 n’en est heureusement pas une, car J,( I g, I) = j,Jy) puisque 
presque partout 1 V I ‘p I [ = 1 Vg, I. 
D’ou il existe h,(f) E (1 telle que 
4 s bq + Rvq = xq[f - h,(f)1 vi-’ (19) 
et vqq est orthogonal a /l. 
On montre que vq E Cm voir Yamabe [13] et que pq > 0, Lemme 6 de Aubin 
[4, p. 2841. Pour avoir exactement une solution de (17), il suffit de considerer 
la fonction 
I1 s’agit maintenant de faire tendre 4 vers N. 
TH~OR&E 9. Soit f E Cm, vkifiant f > 0 et (sup f)/(inf f) < 22/(n-2), 
alms il existe une fonction h(f) E A, telle que 1’Eq. (12), avec R’ = f - h(f), 
ait une solution strictement positive ‘pO E Cm. 
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L’ensemble des fonctions qQ (2 < 4 < N) est borne dans HI puisque selon (18): 
4 5 II Ggjq II’: + R II pa 11; = Aq < Rw,a-” sup[l, (c+B-~ inff)-l]. 
Pour pouvoir reprendre la demonstration du Theo&me 3, p. 283 de Aubin [4], 
il suffit de pouvoir faire converger dans un espace convenable h,(f) = p&Q , 
pFLa &ant un reel et .$, une fonction propre de (1 dont le maximum est 1. 
LEMME 1. L’ensemble des Gels pQ (2 < q < N) est borni. 
D’aprbs les conditions (14) de Kadzan et Warner: 
s =w,v”[(f - P&J (P;-Nl sN dV = 0 (20) 
en effet pour la metrique g’ = I$“~-‘) g, R’ = A,[ f - h,( f )] $“. DCveloppons 
(20), nous obtenons: 
( 1+ N-q ----)/A~ 1 V"[qV,~q~qq dV = (1 + -)J V"f,V,f~," dl, 4 - 
N-q 
-+--1.l‘ (f - tLqfqb) fqvq” dV, 
po s PfqVvf, - Ml - q/N) 521 cpqq a’ 
= 1 VvfqVvfvqq dV - &U - q/N) j ffqvqq dV. (21) * 
Avec &(Q) = cos cur, r Ctant la distance de Q a un certain point P de S, , et 
VvfqV,fq = a2 sins CC. D’autre part comme 
[ (1 - pqf,lf) fqpqqdV = -pq / +pq”dV, 
et comme 
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en multipliant (19) par &cp,/f nous trouvons en integrant 
Le premier membre est uniformement borne, puisque l’ensemble des fonc- 
tions pg est borne dans HI . Et d’aprb (18) 
D’oti 
h, > p inf[l, [sup f sUp(1, wncP)]-l]. 
et comme le second membre de (21) est uniformement borne, il existe deux 
constantes C, et C, , telles que 
et 
Multiplions cette derniere inegalite par a? + h,(l - q/N) et ajoutons la a la 
precedente, il vient: 
a* I /-up I (supf)-l f a2 Imu I voq dV < C, + [a” + Ul - dW C, - 
LEMME 2. Soient p > 0, jet R trois fondions Cm sur une varit% riemannienne 
compacte b’,, , drifiant avec 2 < q < N: 
II v I/a = 1. (22) 
PosonsD={x~S,(j(x)~O) t e u. = sup p(x) pour x E IR. On peut exprimer 
un majorant de u,, qui ne dhpena’ que de la not-me Cl de f et de la norme Co de 8, 
en part&&r il ne d&end pas de q. 
Nous reprenons ici la demonstration dun lemme de F. Schremmer. A 0 > 0 
on fait correspondre Icr, = {x E S, [P(X) < u]. 
Soit z > 0, un reel que nous fixerons ulterieurement, considerons q(x) une 
fonction CD egale B 1 sur J&s , de support inclus dans Q et verifiant 0 ,< r] ,( 1 
et I VT I < 4(sup I Vj I/c). 
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Soit /3 > 1 un r&e1 positif que now choisirons plus tard, multiplions (22) 
par +$P et intkgrons, nous obtenons: 
Utilisons les majorations suivantes avec l 1 > 0: 
d cl 
I 
I V(~‘0+1”2)~2 dV + $ j- @+lV”+‘,rl dV, 
I 
@+B-%j2 dV < j/ @-2 IIN,(q_2) II v6+1r12 IIN,/ II 1 llN)(N-4) 
= Ij ($) II”,-” // p+l’l” r) 11; (j dV)l-? 
Nous obtenons: 
( 48 (/3 + 1)” - 2 (;r :y El ).I 1 V(T&B+~“~)]~ dV- 
G E II P II”,-’ II P’B+1”21 11; sup [ 1, (1 dV)1-2’N] 
+ [SUP I a I + (1 f B)” (2 + e) sup I Vr) j2] I, gP+l dV. 
Multiplions (22) par r+~ et indgrons, nous trouvons, C, ktant une constante: 
II VP, 11; < G[=JP IP I + SUP I a II. 
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Et d’aprb le thtoreme d’inclusion de Sobolev, il existe ainsi une constante 
C, > 1, telle que: 
II v Ilf < w + sup IfI + sup I a I) (23) 
et telle que 
Avec toutes ces inegalites nous obtenons 
I (B -: II2 (28-((B-1)E1)-CqN’sc(1+SUpIJI 
+ sup 1 I? I)(N-2)‘2 sup [ 1, ([ dV)1-2’N]I 11 #s+l)‘aT 11; 
< 
1 (B2?l)2 
(28 - (B - 1) 4 
+ c4 [sup I a I + (1 +ypq2 3 (2 + y) sup I eJ\ J- cy+1 dV. f-J* 
Prenons /I + 1 = N, et choisissons E et c1 suffisamment petits pour que le 
coefficient de \I #s+1)/2~ IIN dans (24) soit strictement positif, Cgal B 2/3(/I + l)-2 
par exemple. Comme, d’aprb (23), le second membre de (24) est borne, il 
existe une constante k, telle que 11 vNj2q IIN < k, . 
Ainsi toute solution ~JI d’une equation du type (22) drifie so,,s vNP12 dV ,< 12, 
et la constante k, ne depend que du sup I I? 1 et du sup I Vf I (comme toutes les 
constantes k, qui suivent). 
Supposons avoir montre que pour un certain p E N, il existe o9 > 0 tel que 
Alors on pose fi + 1 = Np21-~, et on choisit z et <I suffisamment petits 
dans (24) (avec E = Q, < u,) pour que le coefficient de 11 @N/2)P~ IIN soit stricte- 
ment positif. On obtient: 
s cp2-‘ND+’ dV < k,+1 . %P 
Comme N > 2, on montre ainsi que quelque soit r > 1, il existe un voisinage 
U de 9 tel que JU ~7 dV < Cte. 
Au moyen de la formule de Green, comme 9 verifie (22), on Ctablit que a,, 
est major6 par une constante qui ne depend que du sup I I? 1 et du sup I VI I. 
Reprenons maintenant la demonstration du ThCoreme 9. 
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L’ensemble des kcp &ant borne (lemme l), l’ensemble des pLq& est borne dans 
P+r, et ainsi il existe un reel pa , 5” E fl et une suite Ql + N tels que pQ, + p0 
et 5,, - to . 
D’autre part l’ensemble des fonctions vQ est borne dans HI ; d’aprb differents 
theoremes dont celui de Kondrakov, Aubin [3], il existe une fonction y0 E HI , 
et une sous-suite q3 de la suite qi , telles que: qn, --f p0 faiblement dans HI , 
fortement dans L, et presque partout. Ainsi sj$-ld pf-’ presque partout, et 
comme 
faiblement dans LNItN-r) . 
Soit 4 E HI , alors # EL, et comme l/N + (IV - 1)/N = 1, 
L’ensemble des h, est borne (18), ‘1 1 existe done h, et on peut supposer avoir 
choisi la suite qi de telle sorte que h,, -+ h, . Etant donne que p,, v&Se (19): 
En passant a la limite, pour tout 4 E HI : 
de plus v,, > 0. 
D’apres un theoreme de Triidinger [12], voir aussi Lemme 5 de Aubin, 
[4, p. 2841, v,, E Cm et verifie l’equation: 
4 
n-l 
n--2 4, + RR, = Uf - P&J t#-‘. 
Deux cas peuvent alors se produire, Lemme 6 de Aubin [4], ou bien pa = 0, 
ou bien ye,, > 0 partout. Comme 8 la page 285 de Aubin [4], nous Climinons le 
premier cas en montrant que l&,, /I va II2 > 0. 
En effet cela entraine I] v,, ]I2 > 0, car Q*, -+ v0 fortement dans L, , et ~a ne 
peut &tre identiquement nulle. 
Ce resultat, le point central de la demonstration, fait I’objet du: 
LEMME 3. lim,,,v II qpp II2 > 0. 
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Appliquons le ThCor&me 2 aux fonctions #*: 
1 = (Jh**)“” G buPf)“‘* II Fy+ II’N 
avec 
G (suPf)2’N[(2-1’nw% 2) + c)]” I/ v,y 11’2 + A(E) I/ VP,‘* 11; (25) 
I‘?(?& 2) = + 4 2, (o+p. 
Multiplions (19) par CJI F/*-l et indgrons, (nous supposons que 2q > N): 
q2(n - 2) 
= 4(n - 1) N(2q - Iv) [ s 
A, (f - p&J q$+2*;N-2 dV 
- R j +‘* dV] 
q2(n - 2) 
= 4(n - 1) N(2q - N) [h,+X,~(f--p,S,)(~~-2+2*~N-~q*)dV 
- Rl$I*dV] (26) 
et nous considkons la majoration: 
s (f -P~EJ(v~-~+~*‘* - I**) dV 
< s W% (f - ,u~&J(~PQ-~+~*‘* - P)**) dV = B, 
en posant 
et 
Mais d’aprks le Lemme 2, il existe une constante itI1 > 1 (indkpendante de q), 
telle que pour x E Q I, p),(x) < MI. En effet les fonctions CJI~ admettent un 
580/32/2-4 
170 THIERRY AUBIN 
majorant, independant de 4, fonction seulement du sup 1 G(f - p,&)l sur 
S, et pour tout 4. Or d’apres le Lemme 1, l’ensemble des pcl est borne et 
SUP I Yf- pa&)1 < SUP IV1 + a sup I pa I. 
PE s, 2<c'<N 
Ainsi sur 0, v Q, , va < MI . Comme lorsque q -+ N, (f - p&J >: 
(9)i-2+2q’N - vQq’) -+ 0 presque partout et comme la convergence est dominCe 
sur 8, u Q, , lim,,, B, = 0. 
D’apres (25) et (26), il existe une constante I1-r, , telle que pour 9 > 3N/4: 
(supf)-“;N - (2-l’nK(n, 2) + E)” 
q”(n - 2) A, 
4(n _ 1l Nc2p _ N) (1 + B,) G W vu?/;. 
Prenons la limite inferieure des deux membres lorsque 4 + N, comme (18), 
nous obtenons: 
i+yr h, < R(inff)-2;N(w,n-n)1-2;N 
(supf)-“N - (2-r’*‘K(n, 2) + 6)’ 4[n121) R(inff)-z’N(w,a-n)“in 
G “~Jhll v-h II’: . 
Si nous pouvons choisir E > 0 de man&-e que le premier membre soit stricte- 
ment positif, nous aurons le resultat escompte. Or pour cela il suffit que: 
[(supf)/(inff)]-“IN > 2-2 ‘fi K2(n, 2) 4yn121) R(W,~-n)2;n, 
c’est-a-dire puisque K”(n, 2) = [4/n(n - 2)](~,$~@ et R = n(n - 1) e2: 
(supf)/(inff) < 2vin = 2s/(n-2) 
V. LE PROBL~ME CBNBRAL 
Sur une variete compacte S, (n 2 3), considerons l’equation: 
AT + &, = ,,fv(n+2W--%) (27) 
avec h et f > 0 deux fonctions C=, et 77 un reel a determiner. Faisons l’hypothese 
H: Dans (1) la constante K(n, 2) n’est pas atteinte. Cela signifie que quelque 
soit le reel M, il existe une fonction v telle que: 
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D’ou: 
et d’apres le Theoreme 1, p. 280 de Aubin [4], l’equation (27) a une solution si 
~[inff]-2’~v < E2(n, 2)[s~pf]-~l~. 
THI?OR&ME 10. Soit V, une varie’tk riemannienne compacte (n > 3), pour 
laquelle la constante K(n, 2) n’est pas atteinte (hypottise H), alors l’t$uation (27) 
a une solutinz v E P, p > 0, avec 77 = p, si f > 0 vfG$ie (supf)/(inff) < C, 
avec C > 1 une constante qui ne dipend que du sup h. 
Considtrons maintenant l’equation, (k &ant un reel positif et f e Cm): 
~a E 1 est solution de l’equation avec f = f. = 0. 
Si pour une valeur de k, v -J #2+~)i(z-n)[Ll~/k + ~1 n’est pas localement 
inversible au voisinage de (p,, , fo), en particulier drwO n’est pas inversible, 
d’oti 4k/(n - 2) = h est une valeur propre du laplacien. De plus, d’apres le 
Theo&me 1 p. 280 de Aubin [4]: 
Ainsi pour la variCtC consideree la constante K(n, 2) est atteinte: 
II v Ilk G K2h 2) [II VP, II: + @ -j2’ A II 9~ II:] (29) 
pour tout r+~ E HI , h etant une valeur propre du laplacien, qui verifie 
h 3 n [w,, 1 j dV]2’n. 
THBOR~ME 11. Soit V, une vari&? compacte (n >, 3). Si pour k = k, 
l’+uation (28) n’est pas localement inversible en v,, = 1, alors X = 4kJ(n - 2) 
est une valew propre du laplacien qui vkije X > n[w, / SdV12!” et tout y E HI 
&i$e (29). 
VI. APPENDICE 
Voici des resultats qui peuvent &tre utiles et qui sont du reste utilisks sous 
une forme faible dans cet article. 
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PROPOSITION 4. Soient I’,, une earihtt riemannienne compacte t p et q deus 
riels vkifiant p > 1 et l/p = 1 Iq - l/n. II existe deux co&antes positives 
A et E, telles que toute fonction F E H1 q dont la mew-e du support est infe’rieure , 
& E, (~(supp p’) = ~suPp~ dT’ < l ), v&j?e: 
Dhnstration. D’apres le theorkme d’inclusion de Sobolev, il existe deux 
constantes K et B telles que pour tout ye E H,q: 
II g, lip < K II VP, II, + B II v Ila. - (31) 
Mais comme : 
II v /IQ < II p lI,[EL(SUPP W” e An II v Ilu 
on obtient l’inegalite (30), en prenant E < B-n et en posant A = K/( 1 - WB). 
THBO~ME 12. Soient Vn une varit!te’ riemannienne compacte t p et q comme 
prtWdemment. II existe une con&ante k, telle que, pour tout rLe1 T > 1, toute 
fonction cp, d’int@rale nulle, I v I+ appurtenant ~2 H1q, vki$e 
Ce resultat est bien connu lorsque Y = 1, on le deduit des proprietes de la 
fonction de Green du laplacien G(P, Q), q ui est defmie a une constante p&s. 
Comme v est a integrale nulle, au sens des distributions: 
D’oh 
v,(P) = 1 W 0) 4(Q) WQ). . 
et 
II v IL G II b l!a ~;‘yp j. I V&J’, 811 dlr(Qb 
n 
Utilisons (31), il vient, en posant It,, = K + B supPEyn s / VoG(P, Q)/ dV(Q), 
Demontrons maintenant (32) pour Y > 1. Comme l’ensemble des fonctions 
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Cm ne presentant qu’un nombre fini de points critiques non degeneres, est 
dense dans les espaces de Sobolev H,“, voir Aubin [2, p. 5861, nous n’avons 
qu’a etablir I’inCgalitC (32) pour ces fonctions. 
Soit v +k 0 une telle fonction, B integrale nulle et posons comme toujours 
~==$i-+ 
Si le support de p est de mesure inferieure ou Cgale a 6, le E de la Proposition 4, 
(30) applique a 19) lr donne (32) avec k = A. 
Si non, soit a > 0, tel que Q, = (x E V,// pi(x)1 > a> soit de mesure egale 
i l : p(Qn,) = l . Nous avons UE < 119) &. 
” 
Comme 1 IJJ jr < 1 pp,r + ur, d’apres la Proposition 4, 
(34) 
Supposons que ll9ll, < II+ IL Cd ans l’autre cas, il suffit d’echanger v et -), 
nous Ccrivons alors: 
(35) 
et nous considerons la fonction # = (I$)’ - /I 9; l]~(r$/][ + 11: . I] # iI1 = 2 I\ + 11: 
et J$ dV = 0, d’oh d’apres (33), (nous prendrons k, > 1): 
II # IIP < k, II w ILI G kl II v I v I7 I/Q . 
Comme /I I/ \I1 < ]I I/ I19(~dV)1-1/P, (34) et (35) donne (32) avec k = A + 
2k, s U/e, en effet k’ > A + k,,cr2’-l( J dV)‘. 
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